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ALEXANDERPOLYNOME NEUWIRTHSCHER KNOTEN 
GERHARD BURDE 
(Eingegongen 1.5. April 1966) 
EINLEITUNG 
IN [4] UNTERSUCHT L. Neuwirth eine Klasse von Knoten, deren Gruppe eine endlich 
erzeugte Kommutatorgruppe besitzt. Wir nennen im weiteren solche Knoten Neuwirthsch. 
Die interessanteste Eigenschaft dieser Knoten ist wohl die Tatsache, daD ihr AuDenraum, 
S3 - k, nach Stallings [9] i.iber der S1 mit einer berandeten Flache vom Geschlecht des 
Knotens faserbar ist. Nach E. S. Rapaport [6] ist von dem Alexanderpolynom eines 
Neuwirthschen Knotens bekannt, da13 sein Grad gleich dem doppelten Geschlecht des 
Knotens ist und sein hiichster Koeffizient den Betrag eins hat. In dieser Arbeit wird gezeigt, 
da13 zu jedem Alexanderpolynom, das der obigen Einschrankung eniigt, such ein Neuwirth- 
scher Knoten existiert. Der Beweis wird gefiihrt, indem eine spezielle Klasse von Knoten 
betrachtet wird, fur die entscheidbar ist, ob ein dazugehoriger Knoten Neuwirthsch ist oder 
nicht, und in dieser Klasse wird zu jedem zulassigen Alexanderpolynom ein Knoten explizit 
angegeben. 
Wir gehen von einer Seifertschen Banderdarstellung [S] des Knotens k c S3 aus, deren 
El&he f wir uns zu einem Henkelkorper B aufgedickt denken, so da13 B aus zwei Exem- 
plaren der in k eingespannten FlacheS, der “Oberseite”f, und der “Unterseite”f, besteht; 
fi wfz = B, fi n f2 = k. Durch die B d d an er arstellung sind auf .fi und fi kanonische Zer. 
schneidungen ausgezeichnet, fiir die wir auf k einen gemeinsamen Aufpunkt P wahlen. 
Die Zerschneidungskurven a: bzw. a; von fi bzw. fi seien so numeriert, dal3 ai und a: auf 
demselben Henkel Ar von B verlaufen und so, da13 k auf B homotop zu den Kurven 
i~lllu~i-l~ Zi 9 ak ] k = 1, 2 ist. Dabei ist h das Geschlecht vonJ: M = S3 - B ist homiiomorph 
zu einem abgeschlossenen Blatt einer mittelsj‘konstruierten iiber k verzweigten zyklischen 
uberlagerung der S 3. Auf jedem Ai wahlen wir einen Meridian Si, den wir SO orientieren, 
dag er 0: von links nach rechts durchsetzt. Die zu den si gehijrigen Homologieklassen der 
Gruppe H,(M), die wir ebenfalls mit si bezeichnen, sind freie Erzeugende der freien abel- 
schen Gruppe H,(M) vom Rang 2h. 
Wird der Henkel Ai von A, I,,-ma1 von links nach rechts und r,,-ma1 von rechts nach 
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links tiberkreuzt, so setzen wir mit Seifert I,, - rik = uIL. Die von Neuwirth [4] betrachteten 
Inklusionen fk + M, k = 1,2, induzieren Homomorphismen der Fundamentalgruppen und 
ersten Homologiegruppen : 
hk : Hlcfk) -+ H,(M)- k= 1,2 
Letztere lassen sich beztiglich der in fk und A4 gewahlten Basen mit Hilfe der Seifertschen 
Matrix I/ = (uik) beschreiben : 
(1) 
(2) 
hl: ai+ cviksk 
k i= 1, 2, . . . ,2h 
h, Z $ + cvkisk 
k 
Die erste Gleichung wird bewiesen (siehe [8]), indem maniiber ai einenzylinder errichtet, den 
man nach Unendlich abschlieBt und der B auSer in a! in lamer zu den sj homologen Kurven 
trifft. Die Koeffizienten uik ergeben sich dann direkt aus ihrer Definition. Fur (2) hat man 
stets “Uberkreuzen” durch “Unterkreuzen” zu ersetzen, was den Ubergang von V = (qk) 
zur transponierten Matrix V’ = (oki) bedeutet. 1st 3 die unendlichblattrige zyklische, iiber k 
verzweigte Uberlagerung der S3, so induziert eine Erzeugende der zyklischen Deckbewe- 
gungsgruppe inen Automorphismus in H,(g), den wir als Operator x vor die Elemente von 
H,(S) schreiben. Wir wahlen Kurven Si in einem Blatt M von S. Dann wird H,(g) von den 
Elementenx”s,(n=0,+_1,+2 ,... ;i=l,2 ,... ,2h) erzeugt und durch die Relationen 
(3) a: = xa,‘, i= ,...) 1 2h 
definiert. Mit (1) und (2) folgt, darj 
(4) V-XV 
eine Relationenmatrix von Hi($) ist. Wir bezeichnen och mit F die 2h x 2h Matrix 
1 01; 
-1 oi 
. . . .._..._. _i . . ..-..-.. 
i 01 
F= i-1 0 i . . . . . . . . . . . 
\ 
\ 
.;. . . . . . . F'F= E, IFI = 1. 
I. i 
; ..: 
._._.._._: .  . . .. . . . . . 
; 01 
i-IO/ 
Die in [8] angegebenen Symmetrieeigenschaften derMatrix V lassen sichdann auf die Gestalt 
(5) V’=V-F 
bringen. Die Determinante Iv - XVI ist bis auf einen Faktor f X” gleich dem Alexander- 
polynom A(x) von k. Aus (5) erhalten wir die Gleichung 
(6) ]I” - xV( = ]F’V(l - X) - E( 
Offenbar hat A(x) genau dann maximalen Grad 2h, wenn 1 VI # 0 ist, d.h. wenn die hk 
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monomorph sind. 1st k ein Neuwirthscher Knoten und h gleich dem Geschlecht g des 
Knotens, so sind nach [4] die pk und damit die hk Isomorphismen. Es folgt also I VI = f 1, 
d.h. A(X) hat den Grad 2g und der absolute (und hachste) KoefTizient von A(X) hat den 
Betrag eins (s. [6]). Zusammenfassend 1CiBt sich iiber das Verhalten der Homomorphismen 
h, undp, folgendes sagen: h, ist genau dann monomorph, wenn h, esist. Dann ist notwendig 
h = g. Andererseits folgt aus h = g nicht, darj die h, monomorph sind, wie der von Seifert 
in [8] angegebene Knoten mit trivialem Alexanderpolynom zeigt. Dagegen beweist Neu- 
wirth [4], da13 fiir h = g die pk stets monomorph sind. Fiir Neuwirthsche Knoten ist die 
Umkehrung richtig, da man mit Hilfe der ijberlagerung die Struktur der Kommutatorgruppe 
bestimmen kann, durch die das Geschlecht gegeben ist. Im allgemeinen Fall scheint nichts 
bekannt zu -sein. Ebenso ist die Frage, ob aus der Monomorphie einer der Abbil- 
dungen pk die der zweiten folgt, nur beantwortet (positiv [I I), falls ein pk ein Isomorphismus 
ist. 
$2. 
Wir bringen eine BBnderdarstellung von k auf folgende Gestalt: Es sei S3 = R3 + co 
und R2 c R3. Das in k eingespannte Fl&henstiick f bestehe aus einem Rechteck R c R2, 
an dessen einer Seite s die 2h Bgnder so angefiigt seien, da0 sie ganz in einem abgeschlos- 
senen Halbraum R: t R3 liegen, der von R2 berandet wird. k heiBe “zopfartig”, wenn sich 
die Bsnder so in R: isotop deformieren lassen, dal3 ihre Projektion auf R2 doppelpunktfrei 
wird. Diese Bedingung ist gleichwertig damit, da13 sich k wie folgt konstruieren 15l3t: Sei 
3 ein Zopf mit 4h FBden und der Permutation fi (4i - 2,4i - 3) in Zyklendarstellung. 
i=l 
Der Rahmen des Zopfes sei orthogonal zu R2 und so in R: gelegen, daD die unteren Faden- 
enden in R2 liegen. Wir vereinigen je zwei benachbarte obere Fadenenden und ersetzen 
dann alle Fgden durch (schmale) BBnder, die in der oben beschriebenen Weise an eine Seite 
eines in R2 gelegenen Rechtecks anstoI3en mijgen. Jedes Band darf beliebige Verdrillungen 
urn Vielfache von 2n: besitzen. Die Bsnder bilden dann mit R zusammen eine (orientierbare) 
Flache f mit einem Rand, dem Knoten k. Die xquivalenz der beiden Aussagen l%l& sich 
mit Hilfe des in [2] beschriebenen Verfahrens, welches gestattet, einen Zopf durch einen 
gquivalenten zu ersetzen, dessen Projektion doppelpunktfrei ist, nachweisen. Der Knoten k 
ist modulo der Verdrillungen der Bgnder durch 3 oder durch das Halbgeflecht f, das aus 
3 durch Vereinigung der benachbarten oberen Fadenenden von 3 entsteht, gegeben. Die 
Gruppe n,(M) hHngt nur von f ab und ist, wie wir sehen werden, frei vom Rang 2h. 
Durch eine einfache Anwendung des van Kampen Theorems und durch eine deformierende 
Retraktion, die die B%nder in FHden iiberfiihrt, sieht man, da13 wir statt nl(M) die isomorphe 
Gruppe rcl(Rt - f) betrachten kijnnen, deren Aufpunkt P wir auf der Seitevon R wzhlen, 
die s gegeniiber liegt. Wir bezeichnen den orientierten Faden von f mit CL~, auf den bei der 
Retraktion ein Teilweg der kanonischen Zerschneidungslinie aj von f abgebildet wird. 
Wir wghlen f so, da13 die Projektion p auf RZ doppelpunktfrei ist und setzen p(or,) =p,, 
i= 1, 2, . . . , 2h. pi beginne in Pi und ende in Qi. Dann bilden die pi ein System T von 
Teilzerschneidungslinien [7] der in den 4h Punkten Pi, Qi gelochten Ebene R’. Es sei S, 
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eine geschlossene in P beginnende und endende Kurve in R:, welche den p-Projektions- 
zylinder von CQ einmal so durchsetzt, daB CQ von links nach rechts S, iiberkreuzt und die 
Projectionszylinder der CQ, i # k, nicht trifft. 
Bezeichnen wir das durch S, reprbentierte Element der Gruppe n,(R: - f, P) wieder 
mit S,, so sieht man: n,(R: - f, P) ist eine von den freien Erzeugenden S,, k = 1,2, . . ,2h, 
erzeugte freie Gruppe, fur die wir im folgenden kurz C,, schreiben. Man beachte, da13 die 
Kurven S, so gewahlt sind, daI3 sie in R: - f zu den s, homolog sind. Wir konnen nun 
den Homomorphismus pi (pz erhalt man durch Auszeichnung des zu R: homplementaren 
Halbraumes R3) an der Teilzerschneidung T ablesen. Man hat dazu die Wege (PPi)ji(QiP) 
durch die Erzeugenden S, auszudriicken. Man erhalt entsprechend en Durchsetzungen 
der pj mit PPi ein Wort C’i(Sj) und fur QiP ein Wort Vi(Sj). Im ganzen wird (PPi)pi(QiP) 
durch das Element Wi = UiSid’ Vi reprgsentiert, wobei di die Anzahl der Verdrillungen urn 
27r angibt, die man einem schlicht iiber pi liegenden Band zu geben hat. Die di sind durch k 
eindeutig festgelegt. Sidi heiBe der “Kern” von Wj. 
Da man nun nach Nielsen [S] stets entscheiden kann, ob die Elemente Wi die Gruppe 
& erzeugen, la& sich fur einen zopfartigen Knoten stets entscheiden, ob die pk Isomor- 
phismen sind. Wegen [l] gentigt es, p1 zu betrachten. 1st p1 ein Isomorphismus, so ist k 
Neuwirthsch und f hat das Geschlecht g des Knotens. 1st umgekehrt ein zopfartiger Knoten 
Neuwirthsch und hatf minimales Geschlecht g, so folgt, p1 und pz sind Isomorphismen. 
Wir wollen noch gewisse AbLnderungen von T zulassen, die k in einen gquivalenten 
Knoten tiberfiihren. Dazu gehijren offenbar die ebenen isotopen Deformationen von T 
sowie die in [7] eingefiihrten cc-Prozesse. Eine cc-Prozess ersetzt eine Zerschneidungslinie 
Bi durch eine andere /Ii, die dieselben Endpunkte wie Bi hat, sonst aber T nicht trifft. Im 
Innern des durch pi und & berandeten Fl%chensti_icks liegt ein pj. Geht man von T zu 
T’ durch diese Prozesse iiber, so gehort zu T’ ein zu k gquivalenter Knoten k’, der in bezug 
auf T’ aber im allgemeinen andere VerdrillungszahIen d{ bestimmt. 
03. 
Nach [3], S.144, Aufgabe 4,laBt sich jedes Alexanderpolynom in der Form 
A(X) = xh + i eixh-‘(1 - X)2i 
i=l 
mit ganzzahligen Koeffizienten “i schreiben. Offenbar ist such jedes Polynom dieser Gestalt 
ein Alexanderpolynom. Wir wollen zeigen, da13 zu jedem A(X) mit e,, = + 1, h 2 1, ein 
zopfartiger Neuwirthscher Knoten existiert. (Ein Neuwirthscher Knoten mit trivialem 
Alexanderpolynom ist trivial). Wir betrachten ein spezielles Halbgeflecht f,, mit 2h F&den 
(Abb. 1). Dabei ist an den so bezeichneten Stellen fiir (T” die n-te Potenz des in Abb. 2 
dargestellten Zweierzopfes cr zu setzen. Mit k, werde der durch f,, und die folgenden Ver- 
drillungszahlen definierte Knoten bezeichnet : 
Das erste 
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i = 2, . . . , h erhalt das (2~’ - I)- te Band eine Verdrillung urn 27Cci und das 2i-te Band eine 
Verdrilhmg urn 2n(ci - I), mit c,, = 1. (Man beachte, da13 die Verdrillungszahlen di, die 
zu einer doppelpunktfreien Projektion der BHnderdarstellung von k,, gehoren, durch die 
Zahlen ci zwar festgelegt, aber LA. von diesen verschieden sind!) 
SAT2 1. Fiir h 2 2 ist kh Neuwirthsch und besitzt das Alexanderpolynom: 
A(x) = xh + t ci(- I)‘-1 pi(l _ x)2i, ch = 1, 
i=l 
Vertauscht man bei dem durch den Kreis gekennzeichneten Doppelpunkt (Abb. 1) 
“Uberkreuzen” und “Unterkreuzen”, so hat man c, = - 1 zu setzen. Damit folgt fur 
h 2 2 die eingangs aufgestellte Behauptung aus dem Satz 1 mit ei = (- I)‘-’ ci. Wir 
beschranken uns fur den Beweis auf den Fall c,, = + I. Zunachst zeigen wir, da13 k, Neu- 
wirthsch ist. 
ABB. 1. 
Ein System von 2h (h 2 2) Worten Zj(SJ heiDe ein F,,-System in C,,,, wenn die Z,(Si) 
von folgender Gestalt sind: 
wobei die cj ganze Zahlen seien und die Kj(Sj) und Rj(Sj) wie folgt definiert werden: Fur 
j=l , ..., h - 1 sei L,j(Si) ein Wort in den Erzeugenden Si, i < 2j - 1 und S2j. Dann sei 
(9i) Kj = S2j-1LzjS2jLTj1 
ClOj> Rj = S,‘+2KjS2j+z+ 
j=l ,...,h-1 
(Wir setzen L2 = 1, dann ist R, = S;‘S,S,S,) 
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Wir zeigen erstens, da13 die Wj(SJ zu f,,, ausgedriickt durch die in der Abb. 1 angege- 
benen Erzeugenden Si, ein Fz,,-System bilden und zweitens, daD ein E;,,-System die Gruppe 
zzh erzeugt. 
Fi_ir h = 2 verifiziert man die erste Behauptung leicht. Wir nehmen sie fiir h als bewiesen 
an und zeigen, da13 sie dann fiir h + 1 folgt. fh gehe aus fh+l durch Fortlassen der ersten 
beiden F5den a and a’ hervor. Fiir fh wtihlen wir die oben eingefiihrten Bezeichnungen fi,ir 
Fgden und Gruppenelemente, w&end wir die beiden neu hinzukommenden, zu u bzw. 
CC’ gehijrigen Erzeugenden von CZChfl) mit S bzw. S’ unddie von ~~(n,Cf)) mit W(S,S’,Si) 
und wl(S, s’, Si) bezeichnen. Durch isotope Deformation I%& sich erreichen, da13 fiir die 
Projektion p auf RZ gilt: p( f,J ist doppelpunktfrei, wahrend p( fh+l - i,,) in der Gestalt des 
(etwa ersten) Fadenpaares der Abb. 1 bleibt. Wir wenden nun das in [2] erklgrte Verfahren 
an, urn die Doppelpunkte von P(f,,+& zu beseitigen. ZunSichst werden die Doppelpunkte 
entfernt, die zum Zweierzopf von LX und CI’ gehSren. Dies hat keinen EinfluD auf die Worte 
Wj(Si), die nach Induktionsvoraussetzung ein F,,-System in & bilden. Die iibrigen 6 
Doppelpunkte a, a’, b, h’, c, c’ (Abb. 3) werden wie folgt entfernt: a und a’ werden entlang 
s’ 
ABB. 3. 
IX’ iiber p’ hinweggeschoben. Auch das bleibt ohne Einflulj auf die Wj(Si). Ebenso werden 
b und b’ l%ngs t12 iiber dessen Endpunkt Q2 hinause verschoben, was eine Substitution von 
Sz durch (SS’)-‘S,(SS’) in den Wj, j # 2, zur Folge hat. SchlieNich werden c und c’ 
durch Verschieben l%ngs a and a’ iiber deren Endpunkte hinweg beseitigt, d.h. dal3 in den 
Wj, j f 2, S und T durch S;1SS2 und S,‘s’S2 zu ersetzen sind. Im ganzen ist also in die- 
sen Wj fiir jedes Symbol Sz das Wort (SS’S,)-‘S,(SS’SJ zu substituieren. Fiir W, gilt 
dasselbe mit Ausnahme des in der rechten Seite von (8,) ausgeschriebenen Symbols S,, wel- 
ches durch Sd’(SS’S,) ersetzt wird, da es, wie man in der doppelpunktfreien Projektion von 
fz leicht nachpriift, den Kern von W, ausmacht. Wir sehen, daD sich fiir j # 2 die Struktur 
der Wj nicht gndert, vielmehr lassen sich alle Substitutionen durch Ersetzen der Lzj 
durch Worte L;j (S, s’, Si) bewerkstelligen, wobei L;j aul3er den in Lzi vorkommenden 
Symbolen nur die ersten beiden Erzeugenden S, S’ enthslt. W, geht in eine Gleichung 
vom Typ (Szj) fiir j = 1 iiber, wobei wir d’ = - 1 setzenunddann K,, = S,-‘SS’S, erhalten. 
Da die Worte W und W’ selbstverst%ndlich die Form von W, und W, erhalten, ist damit 
die erste Behauptung bewiesen. 
Urn einzusehen, daB ein F,,-System stets &,, erzeugt, priift man nach, da13 sich mit 
Hilfe der letzten vier Gleichungen, S2h-1, SZh, K,,- 1, l?, _ 1 und R,._ 2 durch die letzten vier 
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der Wj ausdriicken lassen. Indem man sukzessiv im System (8) von unten nach oben 
fortschreitet, erhalt man S2j+2, Kj, Rj (j = 2, ,.., h - 1) sowie S,,_, und i?, = S~‘S,S,S, 
dargestellt durch die Wj, j 2 3. Die ersten beiden Gleichungen gestatten dann such, S,, S, 
und S, durch die Wj auszudriicken. Nun lassen sich aber wegen der iiber die L,j gemachten 
Voraussetzung nacheinander (mit wachsendem Index j) die Szj_, ,.i = 2, . . ., h - 1 aus den 
Gleichungen (Sj) gewinnen. Damit ist bezeigt: Die fh definieren bei geeignet gewahlten 
Verdrillungszahlen Neuwirthsche Knoten vom Geschlecht h. Machen wir &, abelsch, so 
definiert die rechte Seite des Systems (8) den Homomorphismus h, bzw. die Matrix 
v= 
Cl Cl 0 1 
c, - 1 ci 0 1 
0 0 cz c2 0 1 
1 1 c,-1 $--I 0 1 
0 0 c3 
::-1 
0 1 
1 1 c3 -1 0 1 
* . 
0 0 c, c, 
0 1 c*-1 c,-1 
In der Hauptdiagonale stehen die Verdrillungszahlen uii, d.h. die zu (8) gehiirigen 
Knoten sind gerade die Knoten k,,. Wir berechnen das Alexanderpolynom von k,,. Es gilt 
die folgende Gleichung 
(10 
h-l 
IF’V - feel = (n(n - 1))” f ~~-i(- l)h-i-‘(n(~ - l))‘, 
die wir durch Induktion nach h beweisen (fur beliebiges ganzes ch). Wir entwickeln 
(F’V - AE[ = Dzh nach den zweireihigen Unterdeterminanten der letzten beiden Zeilen: 
Dz,, = Dz,,-,,W - 1) - Ch(D12(h-I)-~(h-1))~ 
wobei Dzi (i = 1, 2, . . . . h) die aus den ersten 2i Zeilen und Spalten gebildete Hauptminore 
von Dzh bedeutet und Dii bzw. o’li aus Dzi durch Ersetzen der letzten bzw. vorletzten 
Spalte durch 
0 
die Spalte 1 : 
I 
d entsteht. Entwickelt man D&- 1) und Dl;(!,_,) ebenfalls nach den letzten 
-1 
1 I 
beiden Z&en, so erhalt man: 
D&h-i) + &h-i) = - (D&h-z,+%u,-2,). 
Wegen D; + 0; = 1 ist dann 
(12) & = A(n - l)Dq/,_lj + (- l)h-‘c,, 
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woraus mit der Induktionsvoraussetzung die Gleichung (11) folgt. Wir multiplizieren (11) 
noch mit LmZh 
1 
und setzen fur ;1 wieder - 
I-X 
ein. Dann folgt Satz 1 durch den Vergleich 
mit (6). 
Fiir h = 1 konnen wir eine starkere Aussage beweisen: 
SATZ 2. Ein zopfartiger Neuwirthscher Knoten mit zwei Biindern ist entweder eine 
Kleeblattschlinge oder der Viererknoten. 
Beweis. Es sei eine doppelpunktfreie Projektion eines Halbgeflechtes f eines solchen 
Knotens gegeben. Zwei Projektionen (Teilzerschneidungen) heil3en Equivalent, wenn sie 
durch ebene isotope Deformationen und durch cr-Prozesse auseinander hervorgehen. Wir 
zeigen, da13 eine endliche Anzahl von Aquivalenzklassen existiert, die den Voraussetzungen 
des Satzes 2 genilgen. Nach Nielsen [5] erzeugen zwei Worte W,(S,, S,) und W,(S,, S,) 
der von Si und S, erzeugten freien Gruppe C2 genau dann die ganze Gruppe X2, wenn das 
zyklische Kurzwort des Kommutators [WI, W,] bis auf zyklische Vertauschung leich dem 
Kommutator [S,, S,] oder dessen Inversem ist. 
I-------,- ______ _,__I 
% 
ABB. 4. 
Der in Abb. 4 gestrichelt eingezeichnete Weg w reprhentiert das Element 
w = [W,, W,] E& = II,@: - f, P). 
w besteht aus acht Teilwegen, den zu Bi, i = 1,2 parallel verlaufenden Wegen /I! und /?I und 
den Wegen ai, die auf dem Rande des Rechteckts R verlaufen, 
(w) = (P~aIP~a2P;a3P3d~ 
(Die Klammer urn w sol1 besagen, dal3 unter (w) ein geschlossener Weg ohne Auszeich- 
nung eines Anfangspunktes oder einer Orientierung zu verstehen ist.) 
Nur auf den ai liegen Schnittpunkte von w mit den Bi, so da13 wir 
setzen kbnnen, wo Aj(Si) das auf aj entfallende Teilwort von W bedeutet. Wir zeigen: 
Treten in (W) zwei inverse Symbole Sf und S;’ (im zyklischen Sinne) benachbart auf, so 
la& sich die Teilzerschneidung (PI, /?J durch eine aquivalente (bl, fi,) ersetzen derart, daB 
das zu @,, f12) gehiirige Kommutatorwort @weniger Symbole Sj enthllt als W. 
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Es sind drei Falle zu betrachten: 
(a) Ein Wort Ai enthalt (0.B.d.A.) ein Teilwort S,S;‘. Dann kann der Teil von 
/?r, der die zu S, bzw. S; ’ gehorigen Schnittpunkte R bzw. S von /?i mit aj verbindet, 
durch einen cr-Prozess in die Strecke RS iibergeftihrt werden. Durch eine anschlieDende 
Deformation k&men dann die Schnittpunkte zum Verschwinden gebracht werden. W 
enthalt mindestens zwei Symbole weniger als W. 
(b) A/(&) ende mit S, und Aj+l(Si) beginne mit S;‘. (Der Indexj ist mod 4 reduziert 
zu lesen!) 1st j gerade, so lassen sich die beiden zu S, und ST’ gehijrigen Schnittpunkte 
R and S getrennt mit demselben Argument wie im Fall (a) beseitigen. Im andern Fall 
k&men wir etwa j = 1 annehmen. Dann beranden die Strecken RP,, Q,S zusammen mit 
& und dem S mit R verbindenden Teil /3r von /I1 ein Flachenstiick F, dessen Rand von 
(pi, pz) nicht durchsetzt wird. Wir ersetzen /?r durch eine Parallelkurve zu RP,fi,Q,S. 
Das ist ein cr-Prozess, und durch eine nachfolgende Deformation konnen die Doppelpunkte 
R und S entfernt werden. 
(c) A,(S,) ende mit S, und Aj+2(Si) beginne mit S;‘, wahrenduj+, n (‘J,, /?J = @ sei. 
Fiir gerades j lat3t sich der zu S, gehiirige Schnittpunkt, fur ungerades j der zu S;’ 
gehijrige Schnittpunkt durch Ubergang zu einer aquivalenten Teilzerschneidung (analog zu 
(a)) beseitigen. 
Damit la& sich nun leicht eine ubersicht iiber alle Klassen zulbsiger (d. h. zu zopfarti- 
gen Neuwirthschen Knoten vom Geschlecht eins gehorigen) Teilzerschneidungen gewinnen. 
SchlieDt man noch Symmetrien aus, die den iibergang von einem Knoten zu seinem Spie- 
gelbild bedingen, und solche, die durch eine zyklische Vertauschung der Punkte Pi, Qi 
induziert werden, so erhalt man zwei Typen von zulassigen Teilzerschneidungen (Abb. 5). 
TYP I TYP 11 
ABB. 5. 
Man erhllt daraus: 
Typ I: 
WI = s; 
Typ II: 
WI = TS’TS-’ 
w, = s$;’ ; W, = STb 
Mit Hilfe der Nielsenschen Kommutatorbedingung stellt man nun leicht fest, welche 
Verdrillungszahlen (I und b fur jeden Typ einen Neuwirtschen Knoten definieren. Man 
erhHlt vier Neuwirthsche Knoten Zj, j = 1, . . ., 4 zu den Zahlenpaaren (a, b) = (1, + l), 
I- 1, - I),(l, - l), (- 1, + 1). Zi und Zz sind die beiden Kleeblattschlingen, wahrend Z2 
und Z4 den Viererknoten darstellen. Beim Typ II gibt es zu den Verdrillungszahlen (a, b) = 
(0, - I), (0, -3), (-2, - 1) drei Neuwirthsche Knoten II,, II, und ZZs, von denen man 
explizit nachweist, daB ZZ1 der Viererknoten ZZz und II, wiederum Kleeblattschlingen sind. 
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Der durch (a, b) = (-2, - 2) definierte Knoten hat ein Alexanderpolynom, dessen 
Grad gleich dem doppelten Geschlecht des Knotens ist und dessen hkhster Koeffizient den 
Betrag eins hat. Dieser Knoten ist aber nicht Neuwirthsch. 
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